
Εισαγωγή στις ∆ιαφορικές Εξισώσεις

Τετάρτη 15-6-2016, 3-6 µ.µ.

1. Να εξετασθεί ως προς την ύπαρξη και το µονοσήµαντο το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′(x) = x2cos2y + ysin2x, y(0) = 1.

και να διατυπωθεί (στην γενικότητά του) το Θεώρηµα που χρησιµοποιήθηκε.
Υποδ.: Θεωρείστε την συνάρτηση f(x, y) = x2cos2y + ysin2x και χρησιµοποιείστε το Θε-
ώρηµα 1, (σελ. 12) στο R = {|x| ≤ a, |y − 1| ≤ b} για a, b > 0. (Επίσης, και το Θεωρ. 2 σελ.
17, µε S = {|x| ≤ a} για a > 0.

2. Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y′siny = cosx(2cosy − sin2x).

Να ϐρεθεί λύση y0 µε y0(0) = π
2
και να εξετασθεί αν υπάρχουν ϑετικές λύσεις στο [0,+∞).

Υποδ.: Για z = cosy η εξίσωση ανάγεται στην γραµµική δ.ε. z′ + 2cosxz = cosxsin2x .
Είναι
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Για y0(0) =
π
2
ϐρίσκουµε 0 = 1

4
+C ενώ για τα πεδία ορισµού των λύσεων ϑα πρέπει να είναι

|cosy(x)| ≤ 1.

3. Μέθοδος µεταβολής των σταθερών: Να διατυπωθεί (λεπτοµερώς) και να αποδειχθεί το ϑεώρηµα
το σχετικό µε την εύρεση µιας µερικής λύσης της εξίσωσης

a3(x)y
′′′(x) + a2(x)y

′′(x) + a1(x)y
′(x) + a0(x)y(x) = b(x), x ∈ I.

Υποδ.: ∆ιαµορφώστε κατάλληλα το Θεώρηµα 14, σελ. 86.

4. Να λυθεί η εξίσωση (x2+y2+x)dx+xydy = 0 και να προσδιοριστεί η λύση της µε y(1) =
√
17.

Υπάρχουν λύσεις της εξίσωσης µε πεδίο ορισµού της µορφής [a,+∞)·
Υποδ.: Εύκολα προκύπτει ότι ένας ολοκληρωτικός παράγοντας είναι P (x) = x και
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από όπου µε αντικατάσταση προκύπτει η τιµή της σταθεράς C για την αρχική τιµή που
δόθηκε και ότι για τα πεδία ορισµού των λύσεων ϑα πρέπει x

4

4
+ x3

3
≤ C.

5. Αν y είναι η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y′′(x) + k2y = Acos(kx), x ≥ 0, y0(0) = 0, y′(0) = 1,

όπου k,A είναι ϑετικές σταθερές, να εξετασθεί το πλήθος των ϑετικών λύσεων της εξίσωσης
y(x) = c, c ∈ R.
Υποδ.: ΄Ασκηση Β-20, σελ. 31 Φυλ. Λυµ. Ασκ.. Για κατάλληλες ακολουθίες xn, zn → +∞
είναι y(xn)y(zn) < 0.



6. Να λυθεί η εξίσωση
3dy − y[(1− 2x)y3 − 1]dx = 0, x ≥ 0, (E)

Να εξετασθεί αν υπάρχουν λύσεις α) µε πεδίο ορισµού το [0,+∞), ϐ) µε πεδίο ορισµού το
[0, 2016), γ) ταλαντούµενες. Να εξετασθεί ως προς την ύπαρξη και το µονοσήµαντο το π.α.τ.
(Ε) - (y(0) = 0).
Υποδ.: Η εξίσωση γράφεται 3y′+y = (1−2x)y4 που είναι µια εξίσωση Bernoulli. Βρίσκουµε

y(x) =
1

3
√
Cex − 2x− 1

από όπου προκύπτουν άµεσα απαντήσεις στα α), ϐ), γ). ΄Υπαρξη και το µονοσήµαντο το π.α.τ.
µε το Θεώρηµα 1, σελ. 12.

7(Α). Για την διαφορική εξίσωση x3y′′ + xy′ − y = 0, α) να αποδειχθεί ότι το x0 = 0 είναι ένα µη
κανονικό ανώµαλο σηµείο ϐ) να επιλυθεί η εξίσωση στο διάστηµα (0,∞).
Υποδ.: Παρατηρείστε ότι µία λύση είναι η y1(x) = x. Μία δεύτερη λύση προκύπτει από
υποβιβασµό της τάξης. [΄Ασκηση C-9, σελ. 55-56 Φυλ. Λυµ. Ασκ.]

7(Β). Να λυθεί η εξίσωση (1 + x2)y′′ + xy′ − y = 0 γύρω από το σηµείο x0 = 0. Να εξετασθεί αν
υπάρχουν άρτιες ή περιττές λύσεις και να προσδιοριστούν τα πεδία ορισµού τους.
Υποδ.: Το x0 = 0 είναι ένα οµαλό σηµείο. Επίλυση µε χρήση του Θ. 1, σελ. 236. Προκύπτει

2c2 = c0, c3 = 0, cn+2 = −
n− 1

n+ 2
cn, n ≥ 2.

Μια περιττή λύση είναι η y1(x) = x, x ∈ < και µία άρτια η y2(x) = 1 + 1
2
x2 + ..., |x| < 1.


